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❆❜str❛❝t

❚❤❡ r❡❜♠✐① ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❘ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ✜♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡

♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞✐s❝r❡t❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♠❛② ❢♦❧❧♦✇ ♥♦r♠❛❧✱ ❧♦❣♥♦r♠❛❧✱ ❲❡✐❜✉❧❧✱

❣❛♠♠❛✱ ❜✐♥♦♠✐❛❧✱ P♦✐ss♦♥✱ ❉✐r❛❝ ♦r ✈♦♥ ▼✐s❡s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚♦ ❝✐t❡ t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ✭◆❛❣♦❞❡ ❛♥❞ ❋❛❥❞✐❣❛✱ ✷✵✶✶❛✱❜❀ ◆❛❣♦❞❡✱ ✷✵✶✺✱ ✷✵✶✽❀ P❛♥✐➣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛✱❜✱❝✮✳ ❋♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ♣❧❡❛s❡ ✉♣❧♦❛❞ ❤tt♣✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✺✾✻✸✴❏❆❖✵✸✵✷✵✵✶✳

✷ ❲❤❛t✬s ♥❡✇ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✶✹✳✷

❱❡rs✐♦♥ ✷✳✶✹✳✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①t✉r❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ✧❍✐st♦❣r❛♠✧✳ ❖❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ✧❍✐st♦❣r❛♠✧
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❜✐♥s ❛♥❞ ❜✐♥ ❝♦✉♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t ✧❍✐st♦❣r❛♠✧ ✐s ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡
❞❛t❛s❡ts✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ❤✐❣❤✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❖❢t❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
♣❛✐r (ȳj , kj)✱ ✇❤❡r❡ ȳj ✐s t❤❡ jt❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ kj ✐s ✐ts ❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛t❛s❡ts
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤r✉♥❦✱ ❜✉t s♦♠❡ ❜✐❛s ♠❛② ♦❝❝✉r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐s
✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡s✐r❡❞✱ s❤r✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ✭♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ❞❛t❛✳❢r❛♠❡✮ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞
♠❡t❤♦❞s ✧❝❤✐st♦❣r❛♠✧✱ ✧❢❤✐st♦❣r❛♠✧ ✐♥t♦ ❛ ✧❍✐st♦❣r❛♠✧✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✧❢❤✐st♦❣r❛♠✧ ✐s ♠❡♠♦r②
✐♥t❡♥s✐✈❡✱ ❜✉t ✈❡r② ❢❛st✳ ■t ✐s ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ♣r❡❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t s❤r✐♥❦❂ ❚❘❯❊ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✧❝❤✐st♦❣r❛♠✧ ✐s s❧♦✇❡r✱ ❜✉t ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ yj ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐t ✐s
❛♣♣❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✧❝❤✐st♦❣r❛♠✧ ❛♥❞ ✧❢❤✐st♦❣r❛♠✧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r ❧♦♦♣ s♦ t❤❛t
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts ❝❛♥ ❜❡ s❤r✉♥❦ ✐♥t♦ ♦♥❡ ✧❍✐st♦❣r❛♠✧ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t ✐s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ♦♥❧② ♣❛rts ♦❢
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❛r❣❡ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❤❡❛❞✳

❚❤❡ ♠❛♣❝❧✉st❡rs ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞❞❡❞ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❘❈▲❘▼■❳ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❘❈▲❘▼■❳ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♥❞ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❧✉st❡r ♠❡r❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❋♦r ❧❛r❣❡
❞❛t❛s❡ts✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ✧❤✐st♦❣r❛♠✧ s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ ❘❈▲❘▼■❳
♠❡t❤♦❞ ❡♥♦r♠♦✉s❧②✱ ❜✉t t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ȳj ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r
✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞ ❡✐t❤❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♠❛♣❝❧✉st❡rs ♠❡t❤♦❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝❧✉st❡r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✧❞❛t❛✳❢r❛♠❡✧ ❝❧❛ss✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭✧❞❡♠✐①✧✱ ✧❞❢♠✐①✧✱ ✧♣❡♠✐①✧✱ ✧♣❢♠✐①✧✮ ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝❧❛ss ✧❍✐st♦❣r❛♠✧✳
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✸ Pr❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s

❱❡rs✐♦♥ ✷✳✶✹✳✵ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ●✉♠❜❡❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧②

f(y) =
1

σ
exp

(

y − µ

ξσ
− exp

(

y − µ

ξσ

))

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ ξ ∈ {−1,◆❆, 1}✳ ■❢ ✐♥✐t✐❛❧❧② ξ ✐s s❡t t♦ ◆❆✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡st✐♠❛t❡s ξ✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
ξ ❡q✉❛❧s ✐♥✐t✐❛❧ ξ✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❈❧❛ss
✧❊▼▼■❳✳❚❤❡t❛✧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❊▼▼■❳ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡② ❡♥❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❢❛♠✐❧✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧②✳

❱❡rs✐♦♥ ✷✳✶✸✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ●✉♠❜❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

f(y) =
1

σ
exp

(

−y − µ

σ
− exp

(

−y − µ

σ

))

. ✭✷✮

❚❤❡ ●✉♠❜❡❧ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs µ ❛♥❞ σ ❛r❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧② t②♣❡s
✭♥♦r♠❛❧✱ ❧♦❣♥♦r♠❛❧✱ ❲❡✐❜✉❧❧✱ ❣❛♠♠❛✱ ❜✐♥♦♠✐❛❧✱ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ✈♦♥ ▼✐s❡s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s✮✱ t♦♦✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧② t②♣❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡
❤✐st♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❜✉❣❣❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞✳

❱❡rs✐♦♥ ✷✳✶✷✳✵ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❑♥✉t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❑♥✉t❤✱ ✷✵✶✾✮ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s s❡❛r❝❤✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ t✐♠❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ❚❤❡ ✉s❡r
❝❛♥ ♥♦✇ ❡♥t❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❜✐♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚✇♦ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❛❞❞❡❞ ♦♣t❜✐♥s ❛♥❞ ❜✐♥s✳ ❚❤❡ ❈✰✰ ❝♦❞❡ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡
❘ ❝♦❞❡ ✐s ❞❡❜✉❣❣❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✇r♦♥❣ ✉s❡r ✐♥♣✉t ♠❡ss❛❣✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❖✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❘❊❇▼■❳ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✇ ❞❡❧✐✈❡rs s♦♠❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❜✉t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛❧s♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉r ❢✉t✉r❡ ♣❧❛♥s✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❘❈▲❘▼■❳ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❜✉❣❣❡❞
❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ♠❡t❤♦❞✳

❱❡rs✐♦♥ ✷✳✶✶✳✵ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥r❡str✐❝❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✮✳
❍❡r❡ t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ✭❉❡♠♣st❡r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮ ❛♥❞ ❛ k✲♠❡❛♥s ❧✐❦❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❊▼✮ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❈❡❧❡✉①
❛♥❞ ●♦✈❛❡rt✱ ✶✾✾✷✮✳ ❆s t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡st✐♠❛t❡s ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ♥❛♠❡❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡✱
❜❡st ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭♦r ✈❛r✐❛♥t✮ ♦♥ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❜❡st str❛t❡❣② ✉t✐❧✐③❡s ❛ ✈♦t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❘❊❇▼■❳
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ r✉♥s t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥❧② ♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡
❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♦♥❡✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
c ❢r♦♠ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♠✐♥ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♠❛①✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡ str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ✐♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❛s ✐♥♣✉t
❢♦r t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❜✐♥s k ❛r❡ s✉♣♣❧✐❡❞✱ t❤✐s str❛t❡❣②
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ str❛t❡❣②✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ s❧♦✇ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
s✐♠♣❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s

∆Θ = Θ
(i+1) −Θ

(i) ✭✸✮

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❊▼ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆Θ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r a❊▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s

✷



❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡s

Θ
i+1 = Θ

(i) + a❊▼∆Θ ✭✹✮

❚❤❡ s❛❢❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ a❊▼ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✵ ❛♥❞ ✷✳✵✱ ✇❤❡r❡ ✶✳✵ ❣✐✈❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❊▼ ✐♥❝r❡♠❡♥t
❛♥❞ ✷✳✵ ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ❊▼ ✐♥❝r❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜②
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✳✵ ✇✐❧❧ ❞♦✉❜❧❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ❜② ✷✮✳ ❍❡r❡✱ ✶✳✺ ✐s ❛ s❛❢❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ♠♦st❧② s♣❡❡❞s ✉♣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧st r❡t❛✐♥✐♥❣
❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✾ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ②❡t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ❝❛r❡❢✉❧❧②✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t ✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r

♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ t❤❡ a❊▼ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
♦♥❡ ♦❢ ✜①❡❞✱ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣♦❧❞❡♥✳ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♦♣t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ a❊▼ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✐s s♣❡❝✐✜❡❞
✈✐❛ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a❊▼✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣♦❧❞❡♥ ♦♣t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠ ❛✱ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a❊▼ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❊▼ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❧❛ss ✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧✳ ❈❧❛ss❡s ✧❘❊❇▼■❳✧ ❛♥❞
✧❘❊❇▼❱◆❖❘▼✧ ❛♥❞ ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡ ♠❡t❤♦❞ ❘❊❇▼■❳ ♥♦✇ ❛❝❝❡♣t t❤❡ ✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧ ♦❜❥❡❝t ✈✐❛ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
❝❛❧❧❡❞ ✧❊▼❝♦♥tr♦❧✧✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ❊▼✳❈♦♥tr♦❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❢♦r s❧♦ts ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t
❛r❣✉♠❡♥t ❊▼❝♦♥tr♦❧ ✭str❛t❡❣②✱ ✈❛r✐❛♥t✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ t♦❧❡r❛♥❝❡✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❛♥❞
♠❛①✐♠✉♠✳✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ❛❝❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛s ❛✳s❧♦t ♥❛♠❡

❛♥❞ s❡tt❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛✳s❧♦t ♥❛♠❡ ❁✲✳
▼❡t❤♦❞s ❩♣ ❛♥❞ ❝♦❡❢ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛✳❩♣✱ ❛✳t❤❡t❛✶✳❛❧❧ ❛♥❞ ❛✳t❤❡t❛✷✳❛❧❧ ❣❡tt❡rs✳ ❆❧❧

s❧♦ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✈✐❛ ❛❝❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡✐r ♥❛♠❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛✳ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ s❧♦t
♥❛♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❞ t❤❡ s❧♦ts✳ ❈❧❛ss ✧❘◆●▼■❳✳❚❤❡t❛✧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② r❛♥❞♦♠ ✜♥✐t❡
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ▼❡t❤♦❞ s❤♦✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❢♦r ✧❘❈▲❙✳❝❤✉♥❦✧ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♠✐♥ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ❘❊❇▼■❳ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✧❘❊❇▼■❳✧ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✧P❛r③❡♥
✇✐♥❞♦✇✧ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♥❛♠❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ✧❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✧✳
❘♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♥♦✇ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ t♦ ❧❛t❡♥t ❝❧❛ss ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✶✵✳✸✳ ▼❡t❤♦❞ s♣❧✐t ❤❛s ❜❡❡♥
✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✐ts ♣r♦♣❡r ✉s❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✳

●❈❈ ✽✳✶ ♥♦t❡s ❛♥❞ ✇❛r♥✐♥❣s ✐♥ ❈✰✰ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✶✵✳✷✳ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ▲❯ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳

❱❡rs✐♦♥ ✷✳✶✵✳✶ ✐s t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡❜✉❣❣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✷✳✶✵✳✵✳ ▲❛r❣❡ ❑ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
d ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐st♦❣r❛♠s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ♥♦♥❡♠♣t② ❜✐♥s v✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡str❛✐♥ v✱ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❘♦♦t◆
r✉❧❡ ✭❱❡❧❧❡♠❛♥✱ ✶✾✼✻✮ ♠❛② ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥s

vmax =
1 + d

d
n

d

1+d . ✭✺✮

■❢ d = ∞✱ t❤❡♥ vmax = n✳ ■❢ d = 1✱ t❤❡♥ vmax = 2
√
n✳ ▼✐♥♦r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✶✵✳✵✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥♦✇ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳
❊❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ st❛rts✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r I2 ✭s❡❡ ◆❛❣♦❞❡✱ ✷✵✶✺✱ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t

A =
1− ar

ar(Dlwl −Dmin)

∣

∣

∣

∣

I2=1

✭✻✮

✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ r❛t❡ ar ❛t I2 = 1 ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧s t❤❡ ✈❛❧✉❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛r❣✉♠❡♥t
❛r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡

ar =
1

A(Dlwl −Dmin) + 1

∣

∣

∣

∣

I2>1

. ✭✼✮

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ r♦♦t ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ ❈✰✰ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾✳✸✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts ♦♥❧②
❲❡✐❜✉❧❧✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ ✈♦♥ ▼✐s❡s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❆ ❝✐r❝✉❧❛r ✈♦♥ ▼✐s❡s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧② ❤❛s ❜❡❡♥

✸



❛❞❞❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✾✳✷✳ ❱❡rs✐♦♥ ✷✳✾✳✶ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡❜✉❣❣❡❞ ✈❡rs✐♦♥
✷✳✽✳✹✳ ❚❤❡ ❘ ❝♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙✹ ❝❧❛ss s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❈ ❝♦❞❡
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❈✰✰ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②
❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✲
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✹ ❊①❛♠♣❧❡s

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❊❇▼■❳ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ r❡❜♠✐① ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♣t ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ ♥❡✇ ♣❛❣❡ ✐s s❡t t♦ ❚❘❯❊✳

❘❃ ❧✐❜r❛r②✭r❡❜♠✐①✮
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✹✳✶ ●❛♠♠❛ ❞❛t❛s❡ts

❚❤r❡❡ ❣❛♠♠❛ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❲✐♣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❤❛s ❢♦✉r ✇❡❧❧✲s❡♣❛r❛t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ✇✐t❤ ♠❡❛♥s 2✱ 4✱ 6 ❛♥❞ 8✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

θ1 = 1/100 β1 = 200 n1 = 100
θ2 = 1/100 β2 = 400 n2 = 100
θ3 = 1/100 β3 = 600 n3 = 100
θ4 = 1/100 β4 = 800 n4 = 100.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❡q✉❛❧ ♠❡❛♥s ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts

θ1 = 1/27 β1 = 9 n1 = 40
θ2 = 1/270 β2 = 90 n2 = 360.

❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛ r❛t❤❡r ❞✐✛✉s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 6 ❛♥❞ t✇♦ ❧♦✇❡r ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡❛♥s ♦❢ 2 ❛♥❞ 10✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

θ1 = 1/20 β1 = 40 n1 = 80
θ2 = 1 β2 = 6 n2 = 240
θ3 = 1/20 β3 = 200 n3 = 80.
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❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ ❣❛♠♠❛✶ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❇■❈ ✹ ✸✺ ✶✵✺✹ ✲✹✾✹ ✶✶

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✲✹✾✹ ❛t ♣♦s ❂ ✶✳

✻



❘❃ s✉♠♠❛r②✭❣❛♠♠❛✷❡st✳❡♠✮

❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ ❣❛♠♠❛✷ ❤✐st♦❣r❛♠ ❇■❈ ✷ ✷✼ ✲✶✸✺✹ ✻✾✷ ✺

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✻✾✷ ❛t ♣♦s ❂ ✶✳

❘❃ s✉♠♠❛r②✭❣❛♠♠❛✸❡st✳❡♠✮

❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ ❣❛♠♠❛✸ ❤✐st♦❣r❛♠ ❇■❈ ✸ ✷✺ ✶✾✷✻ ✲✾✸✾ ✽

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✲✾✸✾ ❛t ♣♦s ❂ ✶✳

✹✳✷ P♦✐ss♦♥ ❞❛t❛s❡t

❉❛t❛s❡t ❝♦♥s✐sts ♦❢ n = 600 t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts s❡♣❛r❛t❡❧②
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤r❡❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❛t❛s❡t s✐③❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤♦s❡
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ▼❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜❡❧♦✇

θ1 = (3, 2)⊤ n1 = 200
θ2 = (9, 10)⊤ n2 = 200
θ3 = (15, 16)⊤ n3 = 200

❋♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ▼❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❝♦♥❞✉❝t 100 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❇❨❨ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✜♥❛❧❧② ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ P♦✐ss♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ t❤❡
♠❡❛♥t✐♠❡✱ ✐t ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦r tr✉❡ P♦✐ss♦♥ ♠✐①t✉r❡
✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❆s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ▼❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❝❛♥ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱ 10
❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s rseed r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ −1 t♦ −10✳

✹✳✷✳✶ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❘❃ ♥ ❁✲ ❝✭✷✵✵✱ ✷✵✵✱ ✷✵✵✮

❘❃ ❚❤❡t❛ ❁✲ ♥❡✇✭✧❘◆●▼■❳✳❚❤❡t❛✧✱ ❝ ❂ ✸✱ ♣❞❢ ❂ r❡♣✭✧P♦✐ss♦♥✧✱ ✷✮✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✶✮ ❁✲ ❝✭✸✱ ✷✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✷✮ ❁✲ ❝✭✾✱ ✶✵✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✸✮ ❁✲ ❝✭✶✺✱ ✶✻✮

❘❃ ♣♦✐ss♦♥ ❁✲ ❘◆●▼■❳✭❉❛t❛s❡t✳♥❛♠❡ ❂ ♣❛st❡✭✧P♦✐ss♦♥❴✧✱ ✶✿✶✵✱ s❡♣ ❂ ✧✧✮✱

✰ ♥ ❂ ♥✱ ❚❤❡t❛ ❂ ❛✳❚❤❡t❛✭❚❤❡t❛✮✮

✹✳✷✳✷ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❘❃ ♣♦✐ss♦♥❡st ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♣♦✐ss♦♥✮✱ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱

✰ ❝♠❛① ❂ ✶✵✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧▼❉▲✺✧✱ ♣❞❢ ❂ r❡♣✭✧P♦✐ss♦♥✧✱ ✷✮✱ ❑ ❂ ✶✮

✹✳✷✳✸ P❧♦t ♠❡t❤♦❞

✹✳✷✳✹ ❈❧✉st❡r✐♥❣

✹✳✷✳✺ ❙✉♠♠❛r②✱ ❛✳t❤❡t❛✶✳❛❧❧ ❛♥❞ ❛✳t❤❡t❛✷✳❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s

❘❃ s✉♠♠❛r②✭♣♦✐ss♦♥❡st✮

✼



❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ P♦✐ss♦♥❴✶ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✻✷ ✲✸✹✵✸ ✽

✷ P♦✐ss♦♥❴✷ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✶✶✻ ✲✸✹✸✵ ✽

✸ P♦✐ss♦♥❴✸ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✻✽ ✲✸✹✵✻ ✽

✹ P♦✐ss♦♥❴✹ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✾✷ ✲✸✸✻✽ ✽

✺ P♦✐ss♦♥❴✺ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✾✸ ✲✸✸✻✽ ✽

✻ P♦✐ss♦♥❴✻ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✺✷ ✲✸✸✾✽ ✽

✼ P♦✐ss♦♥❴✼ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✷ ✶ ✼✸✵✹ ✲✸✺✼✷ ✺

✽ P♦✐ss♦♥❴✽ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✶✷✸ ✲✸✹✸✹ ✽

✾ P♦✐ss♦♥❴✾ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✾✶ ✲✸✹✶✽ ✽

✶✵ P♦✐ss♦♥❴✶✵ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✹✷ ✲✸✸✾✸ ✽

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✲✸✸✻✽ ❛t ♣♦s ❂ ✹✳

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✳❛❧❧✭♣♦✐ss♦♥❡st✱ ♣♦s ❂ ✶✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

t❤❡t❛✶✳✶ ✸✳✺✺ ✷✳✺✾

t❤❡t❛✶✳✷ ✶✹✳✸✺ ✶✺✳✵✻

t❤❡t❛✶✳✸ ✼✳✽✾ ✶✵✳✵✾

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✷✳❛❧❧✭♣♦✐ss♦♥❡st✱ ♣♦s ❂ ✶✮

❬✱✶❪ ❬✱✷❪

t❤❡t❛✷✳✶ ◆❆ ◆❆

t❤❡t❛✷✳✷ ◆❆ ◆❆

t❤❡t❛✷✳✸ ◆❆ ◆❆

✹✳✷✳✻ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊①❤❛✉st✐✈❡ ❘❊❇▼■❳✫❊▼ str❛t✲

❡❣②

❘❃ ❊▼ ❁✲ ♥❡✇✭✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧✱ str❛t❡❣② ❂ ✧❡①❤❛✉st✐✈❡✧✱ ✈❛r✐❛♥t ❂ ✧❊▼✧✱

✰ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❂ ✧❢✐①❡❞✧✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❂ ✶✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❂ ✶❡✲✵✹✱

✰ ♠❛①✐♠✉♠✳✐t❡r❛t✐♦♥s ❂ ✶✵✵✵✱ ❑ ❂ ✵✮

❘❃ ♣♦✐ss♦♥❡st✳❡♠ ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♣♦✐ss♦♥✮✱ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱

✰ ❝♠❛① ❂ ✶✵✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧▼❉▲✺✧✱ ♣❞❢ ❂ r❡♣✭✧P♦✐ss♦♥✧✱ ✷✮✱ ❑ ❂ ✶✱

✰ ❊▼❝♦♥tr♦❧ ❂ ❊▼✮

❘❃ s✉♠♠❛r②✭♣♦✐ss♦♥❡st✳❡♠✮

❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ P♦✐ss♦♥❴✶ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✽✼ ✲✸✸✻✺ ✽

✷ P♦✐ss♦♥❴✷ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✸✾ ✲✸✸✾✷ ✽

✸ P♦✐ss♦♥❴✸ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✾✷ ✲✸✸✻✽ ✽

✹ P♦✐ss♦♥❴✹ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✼✹ ✲✸✸✺✾ ✽

✺ P♦✐ss♦♥❴✺ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✽✾ ✲✸✸✻✼ ✽

✻ P♦✐ss♦♥❴✻ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✸✹ ✲✸✸✽✾ ✽

✼ P♦✐ss♦♥❴✼ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✷ ✶ ✼✷✸✾ ✲✸✺✸✾ ✺

✽ P♦✐ss♦♥❴✽ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✸✶ ✲✸✸✽✼ ✽

✾ P♦✐ss♦♥❴✾ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✼✵✵✻ ✲✸✸✼✺ ✽

✶✵ P♦✐ss♦♥❴✶✵ ❤✐st♦❣r❛♠ ▼❉▲✺ ✸ ✶ ✻✾✾✹ ✲✸✸✻✾ ✽

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✲✸✸✺✾ ❛t ♣♦s ❂ ✹✳

✹✳✸ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛t❛s❡t

❚❤❡ ♠✈♥♦r♠ ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ ✭P❛♥✐➣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❝✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ 250 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ 5✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♥♦r♠❛❧ ♠✐①t✉r❡✳

✽



✹✳✸✳✶ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❘❃ ♥ ❁✲ ❝✭✺✵✱ ✺✵✱ ✺✵✱ ✺✵✱ ✺✵✮

❘❃ ❚❤❡t❛ ❁✲ ♥❡✇✭✧❘◆●▼❱◆❖❘▼✳❚❤❡t❛✧✱ ❝ ❂ ✺✱ ❞ ❂ ✷✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✶✮ ❁✲ ❝✭✷✳✼✱ ✸✳✼✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✷✮ ❁✲ ❝✭✺✳✼✱ ✾✳✶✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✸✮ ❁✲ ❝✭✷✱ ✾✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✹✮ ❁✲ ❝✭✾✳✺✱ ✻✳✻✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✶✭❚❤❡t❛✱ ✺✮ ❁✲ ❝✭✻✳✸✱ ✵✳✻✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✷✭❚❤❡t❛✱ ✶✮ ❁✲ ❝✭✵✳✾✱ ✲✵✳✶✱ ✲✵✳✶✱ ✵✳✹✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✷✭❚❤❡t❛✱ ✷✮ ❁✲ ❝✭✷✳✽✱ ✲✶✳✸✱ ✲✶✳✸✱ ✶✳✺✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✷✭❚❤❡t❛✱ ✸✮ ❁✲ ❝✭✵✳✶✱ ✵✱ ✵✱ ✵✳✸✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✷✭❚❤❡t❛✱ ✹✮ ❁✲ ❝✭✶✳✸✱ ✲✵✳✹✱ ✲✵✳✹✱ ✵✳✹✮

❘❃ ❛✳t❤❡t❛✷✭❚❤❡t❛✱ ✺✮ ❁✲ ❝✭✵✳✺✱ ✵✳✸✱ ✵✳✸✱ ✷✳✺✮

❘❃ ♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞ ❁✲ ❘◆●▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘◆●▼❱◆❖❘▼✧✱ ❉❛t❛s❡t✳♥❛♠❡ ❂ ✧♠✈♥♦r♠❞❛t❛s❡t✧✱

✰ rs❡❡❞ ❂ ✲✶✱ ♥ ❂ ♥✱ ❚❤❡t❛ ❂ ❛✳❚❤❡t❛✭❚❤❡t❛✮✮

✹✳✸✳✷ ❋✐♥✐t❡ ♠✐①t✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❘❃ ♠✈♥♦r♠❡st ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘❊❇▼❱◆❖❘▼✧✱ ❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞✮✱

✰ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱ ❝♠❛① ❂ ✷✵✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧❇■❈✧✮

✹✳✸✳✸ P❧♦t ♠❡t❤♦❞

✹✳✸✳✹ ❈❧✉st❡r✐♥❣

✹✳✸✳✺ ❙✉♠♠❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❘❃ s✉♠♠❛r②✭♠✈♥♦r♠❡st✮

❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ ♠✈♥♦r♠❞❛t❛s❡t ❤✐st♦❣r❛♠ ❇■❈ ✺ ✶✵ ✷✶✻✽ ✲✶✵✵✹ ✷✾

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✲✶✵✵✹ ❛t ♣♦s ❂ ✶✳

✹✳✸✳✻ ❙✉♠♠❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❘❃ s✉♠♠❛r②✭♠✈♥♦r♠❝❧✉✮

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✶ ✷ ✸ ✹

❋r♦♠ ❝❧✉st❡r ✸ ✺ ✷ ✹

❚♦ ❝❧✉st❡r ✶ ✸ ✶ ✷

❊♥tr♦♣② ✺✳✺✺❡✲✶✺ ✸✳✺✺❡✲✵✷ ✻✳✶✸❡✰✵✵ ✶✳✷✻❡✰✵✶

❊♥tr♦♣② ❞❡❝r❡❛s❡ ✵✳✵✸✺✺ ✻✳✵✽✾✾ ✻✳✹✾✸✸ ✼✳✻✵✵✼

✹✳✸✳✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ ❘❊❇▼■❳✫❊▼ str❛t❡❣②

❚❤❡ str❛t❡❣② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❑ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♦♣t❜✐♥s ♠❡t❤♦❞✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❑✱ ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭P❛♥✐➣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❝✮✳

❘❃ ❊▼ ❁✲ ♥❡✇✭✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧✱ str❛t❡❣② ❂ ✧s✐♥❣❧❡✧✱ ✈❛r✐❛♥t ❂ ✧❊▼✧✱

✰ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❂ ✧❢✐①❡❞✧✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❂ ✶✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❂ ✶❡✲✵✹✱

✰ ♠❛①✐♠✉♠✳✐t❡r❛t✐♦♥s ❂ ✶✵✵✵✱ ❑ ❂ ✵✮

❘❃ ❑ ❁✲ ♦♣t❜✐♥s✭❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞✮✱ ❘✉❧❡ ❂ ✧❑♥✉t❤ ❡q✉❛❧✧✱

✰ ❦♠✐♥ ❂ ✷✱ ❦♠❛① ❂ ✶✵✵✮

✾



❘❃ ♠✈♥♦r♠❡st✳❡♠ ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘❊❇▼❱◆❖❘▼✧✱ ❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞✮✱

✰ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱ ❝♠❛① ❂ ✷✵✱ ❑ ❂ ❑✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧❇■❈✧✱

✰ ❊▼❝♦♥tr♦❧ ❂ ❊▼✮

❘❃ s✉♠♠❛r②✭♠✈♥♦r♠❡st✳❡♠✮

❉❛t❛s❡t Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❝ ✈✴❦ ■❈ ❧♦❣▲ ▼

✶ ♠✈♥♦r♠❞❛t❛s❡t ❤✐st♦❣r❛♠ ❇■❈ ✺ ✶✶ ✷✶✷✺ ✲✾✽✷ ✷✾

▼❛①✐♠✉♠ ❧♦❣▲ ❂ ✲✾✽✷ ❛t ♣♦s ❂ ✶✳

✹✳✸✳✽ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❘❊❇▼■❳✫❊❈▼ str❛t❡❣② ❛♥❞ ■❈▲ ❝r✐t❡r✐♦♥

❘❃ ❈❊▼ ❁✲ ♥❡✇✭✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧✱ str❛t❡❣② ❂ ✧❡①❤❛✉st✐✈❡✧✱ ✈❛r✐❛♥t ❂ ✧❊❈▼✧✱

✰ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❂ ✧❢✐①❡❞✧✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❂ ✶✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❂ ✶❡✲✵✹✱

✰ ♠❛①✐♠✉♠✳✐t❡r❛t✐♦♥s ❂ ✶✵✵✵✱ ❑ ❂ ✵✮

❘❃ ♠✈♥♦r♠❡st✳❝❡♠ ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘❊❇▼❱◆❖❘▼✧✱ ❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞✮✱

✰ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱ ❝♠❛① ❂ ✶✵✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧■❈▲✧✱

✰ ❊▼❝♦♥tr♦❧ ❂ ❈❊▼✮

❘❃ ♠✈♥♦r♠✳❝❧✉ ❁✲ ❘❈▲❘▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘❈▲❘▼❱◆❖❘▼✧✱ ① ❂ ♠✈♥♦r♠❡st✳❝❡♠✮

✹✳✸✳✾ ❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❙t❛♥❞❛r❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦❢ a❊▼ = 1.0✿

❘❃ ❊▼✳♥♦r♠❛❧ ❁✲ ♥❡✇✭✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧✱ str❛t❡❣② ❂ ✧❡①❤❛✉st✐✈❡✧✱ ✈❛r✐❛♥t ❂ ✧❊▼✧✱

✰ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❂ ✧❢✐①❡❞✧✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❂ ✶✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❂ ✶❡✲✵✹✱

✰ ♠❛①✐♠✉♠✳✐t❡r❛t✐♦♥s ❂ ✶✵✵✵✱ ❑ ❂ ✵✮

❘❃ ♠✈♥♦r♠❡st❡st✳❡♠✳♥♦r♠❛❧ ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘❊❇▼❱◆❖❘▼✧✱ ❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞✮✱

✰ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱ ❝♠❛① ❂ ✶✺✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧❇■❈✧✱

✰ ❊▼❝♦♥tr♦❧ ❂ ❊▼✳♥♦r♠❛❧✮

❘❃ ❝❛t✭✧❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s✿ ✧✱ ❛✳s✉♠♠❛r②✳❊▼✭♠✈♥♦r♠❡st❡st✳❡♠✳♥♦r♠❛❧✱

✰ ♣♦s ❂ ✶✱ ❝♦❧✳♥❛♠❡ ❂ ✧t♦t❛❧✳✐t❡r❛t✐♦♥s✳♥❜r✧✮✱ ✧✳ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ❇■❈✿ ✧✱

✰ ❛✳s✉♠♠❛r②✭♠✈♥♦r♠❡st❡st✳❡♠✳♥♦r♠❛❧✱ ♣♦s ❂ ✶✱ ❝♦❧✳♥❛♠❡ ❂ ✧■❈✧✮✮

❚♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s✿ ✹✻✶ ✳ ❱❛❧✉❡ ♦❢ ❇■❈✿ ✷✶✷✺

❙t❛♥❞❛r❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦❢ a❊▼ = 1.5✿

❘❃ ❊▼✳❢✐①❡❞✶✳✺ ❁✲ ♥❡✇✭✧❊▼✳❈♦♥tr♦❧✧✱ str❛t❡❣② ❂ ✧❡①❤❛✉st✐✈❡✧✱ ✈❛r✐❛♥t ❂ ✧❊▼✧✱

✰ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❂ ✧❢✐①❡❞✧✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❂ ✶✳✺✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❂ ✶❡✲✵✹✱

✰ ♠❛①✐♠✉♠✳✐t❡r❛t✐♦♥s ❂ ✶✵✵✵✱ ❑ ❂ ✵✮

❘❃ ♠✈♥♦r♠❡st✳❡♠✳❢✐①❡❞✶✳✺ ❁✲ ❘❊❇▼■❳✭♠♦❞❡❧ ❂ ✧❘❊❇▼❱◆❖❘▼✧✱ ❉❛t❛s❡t ❂ ❛✳❉❛t❛s❡t✭♠✈♥♦r♠✳s✐♠✉❧❛t❡❞✮✱

✰ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❂ ✧❤✐st♦❣r❛♠✧✱ ❝♠❛① ❂ ✶✺✱ ❈r✐t❡r✐♦♥ ❂ ✧❇■❈✧✱

✰ ❊▼❝♦♥tr♦❧ ❂ ❊▼✳❢✐①❡❞✶✳✺✮
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✹✳✹✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ s❤r✐♥❦ ❞❛t❛s❡ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❧♦❛❞
♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❊▼ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♥♥❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥t❡❣❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❑ ❢r♦♠ t❤❡ ❊▼✳❈♦♥tr♦❧
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❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥s✉s ❜✉r❡❛✉ ❞❛t❛❜❛s❡ ❆s✉♥❝✐♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥ ✭✷✵✵✼✮✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜②
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❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ♥✉♠❜❡rs✳
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❘❃ ❝♠❛① ❁✲ ✉♥❧✐st✭❧❛♣♣❧②✭❛♣♣❧②✭❛❞✉❧t❬✱ ❝✭✲✶✱ ✲✶✻✮❪✱ ✷✱ ✉♥✐q✉❡✮✱

✰ ❧❡♥❣t❤✮✮

❘❃ ❝♠❛①

❆❣❡ ❲♦r❦❝❧❛ss ❋♥❧✇❣t ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❊❞✉❝❛t✐♦♥✳◆✉♠
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▼❛r✐t❛❧✳❙t❛t✉s ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❘❛❝❡ ❙❡①
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❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡st s✉❜s❡ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✐♥❝♦♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❚②♣❡ ❛♥❞ ■♥❝♦♠❡

❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳

❘❃ ❆❞✉❧t ❁✲ s♣❧✐t✭♣ ❂ ❧✐st✭t②♣❡ ❂ ✶✱ tr❛✐♥ ❂ ✷✱ t❡st ❂ ✶✮✱ ❉❛t❛s❡t ❂ ❛❞✉❧t✱

✰ ❝❧❛ss ❂ ✶✻✮
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